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Sažetak
U ovom radu pokazali smo jedan nacˇin za racˇunanje entropije (2+1) stacionarne
crne rupe. Pri tome smo koristili dimenzionalnu redukciju na dvije dimenzije što
je rezultiralo dilatonskim modelom te simetrije na horizontu crne rupe. Za genera-
tore tih simetrija je pokazano da zadovoljavaju Virasoro algebru što nam je omogu-
c´ilo korištenje Cardyjeve formule za entropiju. Rezultat koji smo dobili slaže se s
Bekenstein-Hawkingovom formulom za entropiju.
Diploma thesis title
Abstract
In this paper we showed one way to compute the entropy of (2+1) stationary black
hole. We did so by using dimensional reduction on two dimensions, which resulted
in dilaton model, and symmetries on the black hole horizon. It has been shown
that generators of those symmetries satisfy Virasoro algebra which allowed us to
use Cardy formula for entropy. The result is consistent with Bekenstein-Hawking
formula.
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1 Uvod
Gravitacija, kao jedna od cˇetiri osnovne sile u prirodi, opisana je (unutar klasicˇne
fizike) Einsteinovom opc´om teorijom relativnosti (skrac´eno: OTR). Glavna razlika
gravitacijske sile, u odnosu na ostale je što sve cˇestice (pod istim pocˇetnim uvjetima)
osjec´aju potpuno identicˇne efekte gravitacijske sile. Drugim rijecˇima, efekti gravita-
cijske sile nisu ovisni o svojstvima same cˇestice (kao što npr. elektromagnetska sila
ovisi o elektricˇnom naboju cˇestice). Zbog toga je gravitacija opisana kao zakrivljenost
prostor-vremena. OTR nam kaže da je prostor-vrijeme cˇetverodimenzionalna mno-
gostrukost M s metrikom gab signature 1 [1]. Tada cˇestica koja ne osjec´a nikakvu
drugu interakciju osim gravitacijske (koju c´emo u nastavku nazivati slobodnom cˇes-
ticom) se u takvom okruženju giba po nekom geodeziku od M . Jednadžba geodezika
glasi:
ua∇aub = 0 , (1.1)
gdje je ua tangentni vektor geodezika, a∇ kovarijantna derivacija pridružena metrici.
Samu zakrivljenost od M opisujemo nekomutiranjem kovarijantnih derivacija preko
tzv. Riemannovog tenzora Rabcd na sljedec´i nacˇin:
(∇a∇b −∇b∇a)ωc = R dabc ωd , (1.2)
gdje je ωa proizvoljno dualno polje na M . Osim Riemannovog tenzora koristimo i
Riccijev tenzor:
Rab = R
d
acb (1.3)
te Riccijev skalar (koji se ponekad naziva i sklarnom zakrivljenosti):
R = Raa . (1.4)
Takod¯er, koristan je i Einsteinov tenzor:
Gab = Rab − 1
2
Rgab . (1.5)
Naime, zakrivljenost prostor-vremena nastaje pod utjecajem materije koja se nalazi u
prostor-vremenu. Raspodjelu materije opisujemo tenzorom stresa, energije i impulsa
1
Tab (skrac´eno: tenzor impulsa). Jednadžba koja nam daje metriku od M iz poznatog
tenzora impulsa je Einsteinova jednadžba:
Gab = 8piTab , (1.6)
pri cˇemu ovdje, kao i u nastavku, koristimo sustav mjernih jedinica u kojem je c =
~ = G = 1.
Jedan od rezultata OTR-a je pojava crnih rupa. Rijecˇ je o dijelovima prostor-
vremena iz kojeg niti cˇestice, niti svjetlost ne mogu izac´i. Rub tog dijela prostor-
vremena nazivamo horizontom dogad¯aja crne rupe. One mogu nastati prilikom gra-
vitacijskog kolapsa dovoljno masivnog tijela, ako mu se sva masa nad¯e unutar tzv. Sc-
hwarzschildovog radijusa koji je jednak dvostrukoj masi tijela. Najpoznatije rješenje
Einsteinove jednadžbe koje sadrži crnu rupu je Schwarzschildovo rješenje (staticˇno i
sfernosimetricˇno rješenje):
gab =−
(
1− 2M
r
)
( dt)a( dt)b +
(
1− 2M
r
)−1
( dr)a( dr)b+
+ r2( dθ)a( dθ)b + r
2 sin2 θ( dφ)a( dφ)b ,
(1.7)
pri cˇemu koristimo koordinate (t, r, θ, φ) koje nam u limesu r → ∞ daju metriku
ravnog prostor-vremena. Parametar M interpretiramo kao masu crne rupe. Ova
metrika sadrži u sebi dvije singularnosti: r = 2M i r = 0. Singularitet r = 2M
je koordinatni singularitet (mogli bismo ga izbaciti drugacˇijim izborom koordinata)
te pretstavlja horizont dogad¯aja crne rupe. S druge strane, r = 0 je pravi fizikalni
singularitet prostor-vremena te se on nalazi u buduc´nosti svake cˇestice koja upadne
u crnu rupu.
Sve stacionarne crne rupe mogu se opisati samo s tri velicˇine: masomM , nabojem
Q i angularnim momentom J što je posljedica teorema o kosi crnih rupa [2]. Dakle,
za potpun opis stacionarne crne rupe nije potrebno znati kako je ona nastala. Sve
potrebne informacije su sadržane u navedene tri velicˇine.
Zamislimo situaciju u kojoj neko tijelo upadne u crnu rupu. Nakon upada, en-
tropija okolnog prostor-vremena se smanjila. Stoga, da ne bi narušili drugi zakon
termodinamike, i crnoj rupi pridružujemo odred¯enu entropiju, koja prilikom upada
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tijela naraste. Entropija crne rupe dana je Bekenstein-Hawkingovom formulom:
S =
1
4
A , (1.8)
gdje je A površina horizonta crne rupe. U ovom radu dati c´emo jedan nacˇin za
racˇunanje entropije stacionarne crne rupe.
3
2 Simetrije prostor-vremena
2.1 Izometrije
Difeomorfizme na prostornovremenskoj mnogostrukosti na koje je metrika invari-
jantna nazivamo izometrijama. Ako je ξa vektorsko polje koje generira te transfor-
macije, onda uvjet da je ta transformacija izometrija ima oblik:
£ξgab = 0 . (2.1)
Polje ξa nazivamo Killingovim vektorskim poljem. Napišemo li ovu jednadžbu preko
kovarijantnih derivacija, dobivamo tzv. Killingovu jednadžbu:
∇(aξb) = 0 . (2.2)
Pogledajmo slucˇaj dvodimenzionalnog euklidskog prostora u polarnim koordina-
tama zadanog metrikom:
gab = ( dr)a( dr)b + r
2( dφ)a( dφ)b . (2.3)
Uvrstimo li ovu metriku u Killingovu jednadžbu, dobijemo sljedec´i sistem parcijalnih
diferencijalnih jednadžbi:
∂rξ
r = 0 (2.4a)
r∂φξ
φ + ξr = 0 (2.4b)
r2∂rξ
φ + ∂φξ
r = 0 . (2.4c)
Rješenje ovih jednadžbi glasi:
ξr(φ) = A sinφ+B cosφ (2.5a)
ξφ(r, φ) =
1
r
(A cosφ−B sinφ) + C , (2.5b)
gdje su A, B i C proizvoljne (integracijske) konstante.
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2.2 Približne simetrije
Ponekad se u fizikalnim sustavima dogad¯a situacija da u sustavu postoji parametar
koji malo odstupa od vrijednosti za koju bi sustav posjedovao odred¯enu simetriju. U
tom slucˇaju kažemo da sustav posjeduje približnu simetriju. Ako su simetrije koje
promatramo izometrije prostor-vremena, onda nam približne simetrije obicˇno ozna-
cˇavaju situaciju u kojoj je metrika ocˇuvana samo u jednom dijelu prostor-vremena.
Takve približne izometrije matematicˇki možemo opisati modificiranom Killingovom
jednadžbom koja se od jednadžbe (2.2) razlikuje samo u tome da na desnoj strani te
jednadžbi više nemamo nulu.
Ovdje c´emo pogledati primjer približne simetrije koja cˇuva svojstvo asimptotske
ravnoc´e, tzv. Bondi-Metzner-Sachs (BMS) simetrija u dvodimenzionalnom euklid-
skom prostoru [9]. Zahtijevamo da ta približna simetrija mijenja samo gφφ cˇlan u
metrici (2.3) i to do na red r−λ pri cˇemu je λ > 2 (za λ < 2 bila bi narušena asimp-
totska ravnoc´a prostora). Tada umjesto originalnih Killingovih jednadžbi imamo slje-
dec´e:
£ξg
rr = £ξg
rφ = 0 (2.6a)
£ξg
φφ =
1
rλ
. (2.6b)
U slucˇaju 2 < λ ≤ 3 kao rješenja ovih jednadžbi dobijemo:
ξr(r, φ) = f(φ) (2.7a)
ξφ(r, φ) =
1
r
f ′(φ) + g(φ) , (2.7b)
gdje su f i g proizvoljne funkcije, a za λ > 3 dobijemo ista rješenja kao i u slucˇaju
egzaktnih simetrija.
5
3 Formalizam kovarijantnog faznog prostora
3.1 Difeomorfna invarijantnost lagranžijana
Uzmimo m-mnogostrukost M . Promatramo akciju:
S =
∫
M
L
(
gab,∇′a1gab, . . . ,∇′(a1 . . .∇′ak)gab, ψ,∇′a1ψ, . . . ,∇′(a1 . . .∇′al)ψ, γ
)
, (3.1)
gdje je L lagranžijan (definiran kao m-forma na M), gab metrika definirana na M , ψ
skup svih ostalih dinamicˇkih polja, ∇′ globalno definiran operator kovarijantne deri-
vacije te γ skup svih nedinamicˇkih polja. U nastavku c´emo polja gab i ψ kolektivno oz-
nacˇavati s φ. Nadalje, pretpostavit c´emo da je lagranžijan difeomorfno-invarijantan,
tj. pretpostavljamo da za sve difeomorfizme f : M →M vrijedi:
L(f ∗(φ)) = f ∗L(φ) . (3.2)
Kovarijantna derivacija ∇′ koja se pojavljuje u lagranžijanu (3.1) je definirana
globalno, tj. na cijeloj mnogostrukosti M , ali opc´enito to nije derivacija pridružena
metrici gab. Med¯utim, koristec´i difeomorfnu invarijantnost, taj lagranžijan možemo
drugacˇije napisati. Za pocˇetak, neka je T a1a2...akb1b2...bl proizvoljno tenzorsko polje i ∇
operator kovarijantne derivacije pridružen metrici gab. Tada je [1]:
∇′aT b1...bkc1...cl = ∇aT b1...bkc1...cl +
k∑
i=1
CbiadT
b1...d...bk
c1...cl
−
l∑
i=1
CdaciT
b1...bk
c1...d...cl
, (3.3)
gdje je Ccab tenzorsko polje za koje vrijedi:
Ccab =
1
2
gcd (∇′agbd +∇′bgad −∇′dgab) . (3.4)
Definiramo li:
C ′c efgab =
1
2
gcd
(
δeaδ
f
bδ
g
d + δ
e
bδ
f
aδ
g
d − δedδfaδgb
)
, (3.5)
dobijemo:
Ccab = C
′c def
ab ∇′dgef . (3.6)
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Takod¯er definiramo i:
K
efgb1...bk c
′
1...c
′
l
a b′1...b
′
kc1...cl
=
k∑
i=1
C ′bi efgad δ
b1
b′1
. . . δdb′i . . . δ
bk
b′k
δc
′
1
c1
. . . δ
c′l
cl−
−
l∑
i=1
C ′d efgaci δ
b1
b′1
. . . δbkb′k
δc
′
1
c1
. . . δ
c′i
d . . . δ
c′l
cl ,
(3.7)
tako da je:
∇′aT b1...bkc1...cl = ∇aT b1...bkc1...cl +K
defb1...bk c
′
1...c
′
l
a b′1...b
′
kc1...cl
T
b′1...b
′
k
c′1...c
′
l
∇′dgef . (3.8)
Stoga lagranžijan (3.1) možemo transformirati na sljedec´i nacˇin:
1. Sve ∇′-derivacije od ψ izrazimo preko ∇-derivacija od ψ i ∇′-derivacija od g.
2. ∇-derivacije od ψ izrazimo preko simetriziranih ∇-derivacija od ψ te Rieman-
novog tenzora R (i njegovih derivacija) od ∇.
3. Riemannov tenzor R i njegove ∇-derivacije izrazimo preko ∇′-derivacija od g,
Riemannovog tenzora R′ od ∇′ i njegovih derivacija.
4. ∇′-derivacije od g izrazimo preko simetriziranih ∇′-derivacija od g te Rieman-
novog tenzora R′ i njegovih ∇′-derivacija.
5. ∇′-derivacije od g izrazimo preko C i njegovih ∇′-derivacija.
6. ∇′-derivacije od C izrazimo preko simetriziranih ∇′-derivacija od C te Rieman-
novog tenzora R′ i njegovih ∇′-derivacija.
7. Simetrizirane ∇′-derivacije od C izrazimo preko ∇′-derivacija od C simetrizira-
nih zajedno s C te Riemannovog tenzora R i njegovih ∇-derivacija.
Sada dobivamo sljedec´i oblik lagranžijana:
L = L (gab, C
c
ab ,∇′(a1Ccab) , . . . ,∇′(a1 . . .∇′as−1Ccab) , Rabcd,∇a1Rabcd, . . . ,
∇(a1 . . .∇as−2)Rabcd, ψ,∇a1ψ, . . . ,∇(a1 . . .∇al)ψ, γ′
)
,
(3.9)
gdje je s = max{k, l}. Pri tome smo uzeli u obzir da je R′ nedinamicˇko polje. Iskoris-
timo li sad difeomorfnu invarijantnost lagranžijana u njenom diferencijlnom obliku:
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£ξL(φ) =
∂L
∂φ
£ξφ , (3.10)
dobijemo da lagranžijan ne smije ovisiti o polju C i njegovim derivacijama niti o
nedinamicˇkim poljima. Stoga je konacˇan oblik lagranžijana:
L = L
(
gab, Rabcd,∇a1Rabcd, . . . ,∇(a1 . . .∇am)Rabcd, ψ,∇a1ψ, . . . ,∇(a1 . . .∇al)ψ
)
,
(3.11)
gdje je m = max{k − 2, l − 2}.
Varijaciju ovog lagranžijana moguc´e je napisati u sljedec´em obliku [3–5]:
δL = 
(
Aabg δgab + E
abcd
R δRabcd + Eψδψ
)
+ dΘ = 
(
Eabg δgab + Eψδψ
)
+ dΘ , (3.12)
gdje su Aabg , E
abcd
R , Eψ i E
ab
g tenzorska polja, a Θ (m − 1)-forma. Ovdje je bitno
napomenuti da ukoliko ψ oznacˇava više od jednog polja, oznaka Eψδψ zapravo znacˇi:
Eψδψ =
∑
i
Eψiδψi . (3.13)
Drugim rijecˇima, moramo sumirati po svim poljima ψi, a Eψ oznacˇava skup tenzor-
skih polja. Sve zajedno ovo c´emo pisati kao:
δL = Eδφ+ dΘ . (3.14)
Diferencijalnu formu Θ nazivamo simplekticˇkom potencijalnom formom i iz iz-
raza (3.12) moguc´e je odmah da ona nije jednoznacˇno odred¯ena. Naime, dodamo li
formi Θ proizvoljnu zatvorenu (m−1)-formu, varijacija lagranžijana δL se ne mijenja.
Opc´enito, na formi Θ je moguc´e napraviti sljedec´u transformaciju:
Θ→ Θ + δµ+ dY (φ, δφ) . (3.15)
Ovdje je Y (m − 2)-forma linearna u δφ, a µ proizvoljna (m − 1)-forma. Pri tome,
dodavanje forme Y nec´e utjecati na varijaciju lagranžijana, a dodavanje forme µ c´e
dati sljedec´u transformarciju u lagranžijanu:
L→ L+ dµ . (3.16)
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U oba slucˇaja, ”jednadžbe gibanja“ se ne mijenjaju. Zbog ove neodred¯enosti u formi
Θ, može se pokazati da ju je uvijek moguc´e izabrati tako da ona bude kovarijantna,
u sljedec´em obliku:
Θ = 2EbcdR ∇dδgbc + Θ′ , (3.17)
gdje je:
(EbcdR )b2...bm = E
abcd
R ab2...bm (3.18)
Θ′ = Sab(φ)δgab +
n−1∑
i=0
Ti(φ)
abcda1...aiδ∇(a1 . . .∇ai)Rabcd +
l−1∑
i=0
Ui(φ)
a1...aiδ∇(a1 . . .∇ai)ψ .
(3.19)
Pri tome su S, Ti i Ui tenzorska polja koja nakon svih gornjih kontrakcija daju (m−1)-
forme.
Neka su nam sada zadane dvije nezavisne varijacije δφ1 i δφ2 polja φ. Definiramo
(m− 1)-formu koju nazivamo simplekticˇkom strujom:
ω(φ, δ1φ, δ2φ) = δ2Θ(φ, δ1φ)− δ1Θ(φ, δ2φ) . (3.20)
Ako je C proizvoljna Cauchyjeva ploha (ploha koju svaka neprostornolika krivulja
sijecˇe tocˇno jednom), tada definiramo simplekticˇku formu:
Ω(φ, δ1φ, δ2φ) =
∫
C
ω(φ, δ1φ, δ2φ) . (3.21)
Pri tome, ukoliko gornji integral nije konacˇan (što se dogad¯a ako C nije kompaktan),
potrebno je uvesti dodatna ogranicˇenja na dinamicˇka polja φ tako da bude konacˇan
(npr. metrika u odred¯enom limesu mora težiti ravnoj metrici). Nadalje, ti dodatni
uvjeti se biraju tako da Ω ne ovisi o izboru C.
Još treba pogledati kako se Ω mijenja pod utjecajem transformacija (3.15). Ocˇito
forma µ nec´e utjecati na Ω, ali forma Y c´e inducirati transformaciju:
Ω→ Ω +
∫
C
(δ1Y (φ, δ2Y )− δ2Y (φ, δ1Y )) . (3.22)
Pri tome je svejedno što izaberemo kao Cauchyjevu plohu C. Zbog toga te uvjeta
koje smo postavili na polja φ da bi osigurali postojanje Ω, slijedi da gornji integral
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išcˇezava. Stoga je Ω jedinstveno definiran unatocˇ neodred¯enosti u formi Θ.
3.2 Noetherin teorem
Neka je ξ proizvoljno vektorsko polje definirano na mnogostrukosti M . Promatramo
varijaciju polja δφ = £ξφ. Iz difeomorfne invarijantnosti lagranžijana slijedi da je
varijacija lagranžijana jednaka:
δL = £ξL = d(ξ · L) , (3.23)
gdje u posljednjem izrazu podrazumijevamo kontrakciju vektorskog polja ξ s prvim
indeksom lagranžijana. Definiramo li struju J na sljedec´i nacˇin (kao (m− 1)-formu):
J = Θ(φ,Lξφ)− ξ · L , (3.24)
dobivamo:
dJ = −E(φ)£ξφ . (3.25)
Ovdje vidimo da je struja J ocˇuvana kada god su zadovoljene jednadžbe gibanja
(E = 0). Dakle, J je zatvorena forma za sva polja ξ. Stoga postoji (m − 2)-forma
Q takva da je J = dQ pod uvjetom da su zadovoljene jednadžbe gibanja. Formu Q
nazivamo Noetherinim naobojem, a formu J Noetherinom strujom. Odmah vidimo
da imamo slobodu izbora forme Q do na aditivnu zatvorenu (m− 2)-formu. Nadalje,
naboj Q je uvijek moguc´e izraziti na sljedec´i nacˇin:
Q = Wa(φ)ξ
a +Xab(φ)∇[aξb] + Y (φ,£ξφ) + dZ(φ, ξ) . (3.26)
Ovdje je Y (m − 2)-forma linearna u £ξφ, Z (m − 3)-forma linearna u ξ, a Wa i Xab
tenzorska polja takva da nakon gornjih kontrakcija dobijemo (m − 2)-forme. Da bi
ovo pokazali, prvo biramo Θ u obliku (3.17). To možemo iskoristiti da bi dobili:
J = 2EbcdR ∇d(∇bξc +∇cξb) + Θ′(φ,£ξφ)− ξ · L . (3.27)
Buduc´i da Θ′ ovisi linearno o velicˇinama δgab, δRabcd, δ∇Rabcd, ..., slijedi da Θ′(φ,£ξφ)
ovisi linearno o ξa i ∇bξa. Stoga J ovisi o ξa te prve dvije derivacije od ξa. Iz toga
slijedi da Q ovisi o ξa te o prvoj derivaciji od ξa. To objašnjava prva dva cˇlana u izrazu
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za Q (druga dva ne postoje). To smo dobili za specijalan izbor Θ. U opc´enitom slu-
cˇaju, Θ može imati i drugacˇiji oblik koji dobivamo vec´ navedenim transformacijama
iz specijalnog oblika koji smo bili odabrali u prvom slucˇaju. Te transformacije tada
generiraju druga dva cˇlana u izrazu za Q.
Neka je φ rješenje “jednadžbi gibanja”, δφ varijacija tog polja te ξa proizvoljno
vremenoliko vektorsko polje. Tada za varijaciju Noetherine struje dobivamo:
δJ = δΘ(φ,£ξφ)−£ξΘ(φ, δφ) + d(ξ ·Θ(φ, δφ)) = ω(φ, δφ,£ξφ) + d(ξ ·Θ) . (3.28)
Neka je H hamiltonijan sistema za dinamiku generiranu poljem ξa. Tada imamo:
δH = Ω(φ, δφ,£ξφ) = δ
∫
C
J −
∫
C
d(ξ ·Θ) = δ
∫
C
J −
∫
∞
ξ ·Θ , (3.29)
gdje je podrucˇje integracije u posljednjem integralu prostorna beskonacˇnost. Stoga,
da bi hamiltonijan H postojao, mora postojati (m− 1)-forma B takva da je:
δ
∫
∞
ξ ·B =
∫
∞
ξ ·Θ . (3.30)
Tada je traženi hamiltonijan jednak:
H =
∫
C
J −
∫
∞
ξ ·B . (3.31)
Pretpostavimo sada da varijacija δφ zadovoljava linearizirane jednadžbe gibanja te
da je ξ simetrija svih dinamicˇkih polja, tj. £ξφ = 0. Tada je J prava Noetherina struja
te postoji Noetherin naboj Q takav da je J = dQ. Hamiltonijan sada poprima oblik:
H =
∫
∞
(Q− ξ ·B) . (3.32)
Dakle, hamiltonijan je zadan cˇistim “površinskim cˇlanom”. Iz toga slijedi:
∫
∂C
(δQ− ξ ·Θ) = 0 . (3.33)
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4 Cardyjeva formula
Konformalna teorija polja (skrac´eno: CFT) je teorija polja koja je invarijantna na
konformalne transformacije metrike gab 7→ αgab gdje je α opc´enito skalarna funkcija
na prostornovremenskoj mnogostrukosti. Može se pokazati da su ovakve transfor-
macije generirane s beskonacˇno mnogo generatora Ln i L¯n gdje je n cijeli broj te da
zadovoljavaju tzv. Virasoro algebru (u kvantnoj teoriji) [8,10]:
[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + c
12
n(n2 − 1)δn+m,0 (4.1a)
[L¯m, L¯n] = (m− n)L¯m+n + c
12
n(n2 − 1)δn+m,0 (4.1b)
[Lm, L¯n] = 0 . (4.1c)
Konstantu c nazivamo centralnim nabojem ili konformalnom anomalijom.
U CFT-u, kao i u bilo kojoj drugoj teoriji polja promatramo dinamiku odred¯enih
polja {Ai}. Sva ta polja moguc´e je generirati iz nekog podskupa {φi} navedenog
skupa. Ta polja nazivamo kvaziprimarnim poljima i to su sva polja koja se na konfor-
malnu transformaciju z 7→ w(z), z∗ 7→ w∗(z∗) transformiraju kao:
φ′(w,w∗) =
(
dw
dz
)−h(
dw∗
dz∗
)−h˜
φ(z, z∗) , (4.2)
gdje realne konstante h i h˜ nazivamo konformalnim težinama. Konformalne težine
reprezentiraju kako se polja transformiraju na rotacije i skaliranja (h − h˜ je zapravo
spin, a h+ h˜ dimenzija skaliranja).
Pretpostavimo da radimo na 2-mnogostrukosti s koordinatama τ i τ¯ te da imamo
polje s centralnim nabojem c i konformalnom težinom osnovnog stanja ∆. Particijska
funkcija našeg sistema glasi:
Z(τ, τ¯) = Tr
(
e2piτL0e−2piiτ¯ L¯0
)
=
∑
ρ(∆, ∆¯)e−2pii∆¯τ¯ , (4.3)
gdje je ρ funkcija gustoc´e stanja. Nadalje, neka je
Z0(τ, τ¯) = Tr
(
e2piτ(L0−
c
24)e−2piiτ¯(L¯0−
c
24)
)
. (4.4)
Pri tome je Z0 invarijantan na transformacije τ 7→ −1/τ i τ¯ 7→ −1/τ¯ .
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Neka je q = e2piiτ i q¯ = e2piiτ¯ . Funkciju ρmožemo izraziti preko Z koristec´i krivuljne
integrale u kompleksnoj ravnini tako da uz navedenu zamjenu koordinata imamo:
ρ(∆, ∆¯) =
1
(2pii)2
∫
dq
q∆+1
dq¯
q¯∆¯+1
Z(q, q¯) , (4.5)
pri cˇemu integracijske krivulje obuhvac´aju tocˇke q = 0 i q¯ = 0. Izrazimo li sada Z0
preko Z:
Z0(q, q¯) = Z(q, q¯)q
c/24q¯−c/24 , (4.6)
za gustoc´u stanja dobivamo:
ρ(∆, ∆¯) =
1
(2pii)2
∫
dq
q∆+1
dq¯
q¯∆¯+1
qc/24q¯−c/24 . (4.7)
Sada provodimo transformacije τ 7→ −1/τ i τ¯ 7→ −1/τ¯ . Pri tome se q i q¯ transfor-
miraju u q˜ i ¯˜q, respektivno, a gustoc´a stanja postaje:
ρ(∆, ∆¯) =
1
(2pii)2
∫
dq
q∆+1
dq¯
q¯∆¯+1
¯˜qc/24q˜−c/24Z(q˜, ¯˜q)qc/24q¯−c/24 . (4.8)
Vratimo li natrag varijable τ i τ¯ , ovo postaje:
ρ(∆, ∆¯) =
1
(2pii)2
∫
dτ dτ¯e−2piiτ∆e−2piiτ¯∆¯e
2piic
24τ e
2piic
24τ¯ Z
(
−1
τ
,−1
τ¯
)
. (4.9)
Izvrijednimo ovaj integral pomoc´u aproksimacije sedlene tocˇke da bi dobili:
ρ(∆, ∆¯) = exp
(
2pi
√
c∆
6
)
exp
(
2pi
√
c∆¯
6
)
, (4.10)
pa je entropija sistema:
S = 2pi
√
c∆
6
+ 2pi
√
c∆¯
6
. (4.11)
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5 Racˇun entropije crne rupe uz pomoc´ simetrija
5.1 Prostorno-vremenska akcija s dilatonskim poljem
Promatramo stacionarnu crnu rupu s horizontom ∆. U okolini horizonta takve crne
rupe postoji preferirani nul-smjer odred¯en geodezicima koji generiraju horizont crne
rupe. Takod¯er u nekoj okolini horizonta postoji definirana vlastita udaljenost od
horizonta koja nam odred¯uje preferirani prostornoliki smjer u toj okolini. Ta dva
smjera definiraju plohu M unutar promatranog prostor-vremena koja je analogon
r − t ravnine ravnog prostor-vremena.
Nakon dimenzionalne redukcije Hilbert-Einsteinove akcije iz cijelog prostor-vremena
u M , dobijemo efektivnu akciju [6]:
S =
1
16pi
∫
M
(φR + V (φ)) , (5.1)
gdje je  volumna forma, R Riccijev skalar, a φ skalarno polje (tzv. dilatonsko polje)
koje pretstavlja ostatak geometrije cjelokupnog prostor-vremena [14,15]. Iskoristimo
li da Einsteinov tenzor u dvije dimenzije identicˇki išcˇezava [11], dobijemo konacˇne
jednadžbe gibanja:
Eab =
1
2
gabV (φ) +∇a∇bφ− gab∇c∇cφ = 0 (5.2a)
R +
dV
dφ
= 0 . (5.2b)
Definiramo dva nul-vektorska polja la i na takva da je lana = −1. Uvjet da je rijecˇ
o nul-poljima izražavamo u obliku lala = nana = 0. Tada svaki vektor u tangentom
prostoru proizvoljne tocˇke na M možemo izraziti kao lineranu kombinaciju ova dva
polja u toj tocˇki. Stoga svako vektorsko polje možemo izraziti kao linearnu kombi-
naciju ova dva vektorska polja pri cˇemu su koeficijenti u tom razvoju funkcije na M .
Ured¯eni par ovakvih dvaju polja nazivamo nul-diadom.
Svako tenzorsko polje Tab naM možemo izraziti kao linearnu kombinaciju tenzor-
skih polja koja dobivamo iz la i na, a to su lalb, lanb, nalb i nanb. Izrazimo za pocˇetak
metriku gab preko tih polja. Buduc´i je lala = 0, gab ne smije u sebi sadržavati cˇlan
lalb. Analogno u metrici nemamo niti cˇlan nanb. Buduc´i je metrika simetricˇna, ona
tada mora biti proporcionalna s lanb +nalb. Koeficijent proporcionalnosti nalazimo iz
14
uvjeta lana = −1 tako da dobijemo:
gab = −(lann + nalb) . (5.3)
Istu stvar možemo napraviti s Levi-Civita tenzorom ab. On je antisimetricˇan pa stoga
ne može sadržavati cˇlanove lalb i nanb te mora biti proporcionalan sa lanb − nalb.
Apsolutnu vrijednost koeficijenta proporcionalnosti nalazimo iz uvjeta abab = −2,
dok predznak proizvoljno biramo. Konacˇno dobijemo:
ab = lanb − nalb . (5.4)
Uvjeti koje smo postavili na polja l i n ne definiraju ta polja na jedinstveni nacˇin,
nego imamo neodred¯enost na lokalne Lorentzove transformacije:
la 7→ eλla
na 7→ e−λna ,
(5.5)
Zbog te neodred¯enosti možemo postaviti dodatni uvjet nb∇bna = 0 (pa je na tan-
gentni vektor nul-geodezika). Ovaj dodatni uvjet još uvijek jedinstveno ne odred¯uje
polja l i n, nego i dalje možemo provoditi lokalne Lorentzove transformacije za koje
je na∇aλ = 0. Uz ovaj dodatni uvjet sada slijedi:
∇alb = −κnalb (5.6a)
∇ann = κnanb , (5.6b)
gdje je κ neka skalarna funkcija na M . Ove jednakosti moraju vrijediti za sve moguc´e
izbore polja l i n te su stoga ocˇuvane prilikom varijacije tih polja. Iz toga slijedi da je
varijacija funkcije κ jednaka:
δκ = D¯(laδla)−D(naδla) + κlaδna , (5.7)
gdje smo uveli oznake D = la∇a i D¯ = na∇a. Takod¯er iz istog razloga mora vrijediti:
D(laδna) = (D + κ)(n
aδna) . (5.8)
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Iskoristimo sada da Einsteinov tenzor u dvije dimenzije išcˇezava te da Riemannov
tenzor ima samo jednu nezavisnu komponentu kako bi dobili:
Rabcd =
1
2
R(lanbncld + nalblcnd − lanblcnd − nalbncld) (5.9a)
Rab =
1
2
Rgab (5.9b)
R = 2D¯κ . (5.9c)
5.2 Simplekticˇka struktura
Dilatonski model koji koristimo opisuje stacionarne crne rupe s neekspandirajuc´im
horizontom. Buduc´i da nam φ pretstavlja geometriju potpunog prostor-vremena u
odnosu na podmnogostrukost koju promatramo, specificˇno transverzalnu površinu,
slijedi da na horizontu mora biti Dφ = 0. Ovu jednadžbu u principu možemo iskoris-
titi za odred¯ivanje horizonta ∆. Sada na horizontu možemo postaviti rubne uvjete:
1. Promatramo stacionarnu crnu rupu što znacˇi da je Riccijev skalar konstantan
duž horizonta, tj. DR ∆= 0 gdje ∆= oznacˇava jednakost na horizontu (primijetimo
da je l tangencijalan na horizont što je odred¯eno izborom predznaka u Levi-
Civita tenzoru).
2. Zahtjevamo da konformalna klasa metrike bude tocˇno odred¯ena na horizontu
iz cˇega dobivamo uvjete laδla
∆
= naδna
∆
= 0.
3. Zahtjevamo da n bude fiksiran na horizontu, što uvijek možemo postic´i pravil-
nom Lorentzovom transformacijom. To nam daje dodatni uvjet laδna
∆
= 0. U
nastavku c´e se pokazati da nam n služi kao integracijska mjera na horizontu pa
nam ovaj zahtjev samo olakšava racˇun.
Uvrstimo li akciju (5.1) u izraz (3.21) za simplekticˇku formu Ω, dobijemo:
Ω [(φ, g), δ1(φ, g), δ2(φ, g)] =
1
8pi
∫
C
(
δ1φδ2(κn) + δ1(D¯φ)δ2l − δ2φδ1(κn) + δ2(D¯φ)δ1l
)
,
(5.10)
gdje n i l promatramo kao 1-forme. Ovaj izraz možemo malo pojednostaviti iskoris-
timo li uvjete koje smo si postavili:
Ω [(φ, g), δ1(φ, g), δ2(φ, g)] =
1
8pi
∫
∆
(δ1φδ2κ− δ1φδ2κ)na . (5.11)
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Zbog ovakvog izbora, moramo biti oprezni u slucˇajevima kada variramo polje φ.
Naime, varijacija polja φ pomicˇe horizont. To ne utjecˇe na samu simplekticˇku formu
jer ona ne ovisi o plohi po kojoj integriramo. Ali, ta varijacija opc´enito utjecˇe na
ostale velicˇine. Ako je ζa = ζna generator difeomorfizma, tada za difeomorfizam koji
vrac´a horizont na pocˇetno stanje mora vrijediti:
δ(Dφ) + ζa∇a(Dφ) ∆= 0⇒ ζa = − Dδφ
D¯Dφ
na . (5.12)
Takod¯er imamo definiran i hamiltonijan prema (3.29):
δH[τ ] = Ω[δφ, δτφ] , (5.13)
pri cˇemu je δφ proizvoljna varijacija polje, a δτφ jednoparameterska familija transfor-
macija. Poissonove zagrade dva hamiltonijana tada glase:
{H[τ1], H[τ2]} = Ω[δτ1φ, δτ2φ] . (5.14)
5.3 Simetrije
Akcija (5.1) je difeomorfno invarijantna, ali dodatni uvjeti koje smo postavili opc´e-
nito nisu. Pogledajmo tzv. supertranslacije na horizontu generirane poljem ξa = ξla
[12]. Buduc´i da zahtjevamo da je laδξna = 0, moramo ovoj transformaciji dodati
jednu lokalnu Lorentzovu transformaciju (5.5) za koju je δξλ = Dξ. Iz toga i (5.8)
tada slijedi da je D¯ξ ∆= 0, a da su varijacije polje l i n:
δξl
a = 0
δξna = (D + κ)ξn
a ,
(5.15)
iz cˇega sada dobivamo varijacije metrike i dilatonskog polja:
δξgab = −(D + κ)ξgab
δξφ = ξDφ .
(5.16)
Promatrana akcija takod¯er ima i približne simetrije u blizini horizonta na odre-
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d¯ene transformacije dilatonskog polja [13]. Promotrimo varijaciju:
δˆηφ = ∇a(ηla) = (D + κ)η , (5.17)
pri cˇemu je D¯η ∆= 0. Akcija se pri tome transformira na sljedec´i nacˇin:
δˆηS = − 1
16pi
∫
M
η
(
DR +
d2V
dφ2
Dφ
)
 . (5.18)
Buduc´i da DR i Dφ išcˇezavaju na horizontu, ova varijacija u akciji može biti pro-
izvoljno mala ako ju promatramo dovoljno blizu horizonta ili ako η naglo opada s
udaljavanjem od horizonta. Ali, ova transformacija pomicˇe horizont što znacˇi da DR
više ne mora išcˇezavati na novom horizontu. Iz tog razloga ovu transformaciju kom-
penziramo s dodatnom Weylovom transformacijom (lokalno reskaliranje metrike)
gab 7→ eδˆωηgab koja vrac´a uvjet DR ∆= 0. Stoga je δˆηgab = δˆωηgab pri cˇemu je:
δˆωη = X
Dφ
D¯Dφ
ηD¯DR + 2D(D + κ)X
∆
= 0 ,
(5.19)
gdje smo uveli novo polje X. Iz toga slijedi:
X
∆
= −1
2
d2V
dφ2
η . (5.20)
Buduc´i da sada radimo samo s približnom simetrijom, niti jednadžbe gibanja nisu
nužno ocˇuvane pa moramo odrediti kako se one transformiraju. Buduc´i da η naglo
pada s udaljenošc´u od horizonta, dovoljno je promatrati varijacije na horizontu:
gabδˆηEab
∆
= 2(D + κ)D¯δˆηφ+
dV
dφ
δˆηφ (5.21a)
nanbδˆηEab
∆
= D¯2δˆηφ− D¯φD¯δˆηωη (5.21b)
lalbδˆηEab
∆
= (D − κ)D(D + κ)η (5.21c)
δˆη
(
R +
dV
dφ
)
∆
= δˆηR +
d2V
dφ2
δˆηφ . (5.21d)
U principu, svi gornji izrazi bi trebali išcˇezavati na horizontu.
Za ove dvije transformacije (od kojih je jedna transformacija simetrija, a druga
transformacija približne simetrije) koje smo uveli sada tražimo algebru koju zadovo-
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ljavaju. Direktnim racˇunom se provjeri da je:
[δξ1 , δξ2 ]f
∆
= δξ12f , δξ12 = −(ξ1Dξ2 − ξ2Dξ1) (5.22a)
[δη1 , δη2 ]f
∆
= 0 (5.22b)
[δξ1 , δη2 ]f
∆
= δη12f , δη12 = −(ξ1Dη2 − η2Dξ1) . (5.22c)
Ovu algebru prepoznajemo kao BMS3 algebru. Sada tražimo generatore L[ξ] i M [η]
ove algebre tako da vrijedi:
δL[ξ] =
1
8pi
∫
Ω
(δφδξκ− δξφδκ)na = 1
8pi
∫
Ω
(δφD(D + κ)ξ − ξDφδκ)na (5.23a)
δM [η] =
1
8pi
∫
Ω
(
δφδˆηκ− δˆηφδκ
)
na =
1
8pi
∫
Ω
(
1
2
Dδφ
D¯Dφ
d2V
dφ2
ηDφ− (D + κ)ηδκ
)
na ,
(5.23b)
iz cˇega slijedi:
L[ξ] =
1
8pi
∫
∆
(
ξD2φ− κξDφ)na (5.24a)
M [η] =
1
8pi
∫
∆
η
(
Dκ− 1
2
κ2
)
na (5.24b)
Koristec´i izraz (5.14) nalazimo Poissonove zagrade za ove generatore:
{L[ξ1], L[ξ2]} = L[ξ12] (5.25a)
{M [η1],M [η2]} ∆= 0 (5.25b)
{L[ξ1],M [η2]} ∆= M [η12] + 1
16pi
∫
∆
(
Dξ1D
2η2 −Dη2D2ξ1
)
na . (5.25c)
5.4 Dekompozicija na modove
Entropiju crne rupe nac´i c´emo pomoc´u Cardyjeve formule (4.11) za koju nam je
potrebna dekompozicija generatora L i M na modove koji zadovoljavaju Virasoro
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algebru:
i{Lm, Ln} = (m− n)Lm+n (5.26a)
i{Mm,Mn} = 0 (5.26b)
i{Lm,Mn} = Mm+n + cLMm(m2 − 1)δm+n,0 . (5.26c)
Ovo nije standardni oblik Virasoro algebre (4.1). Ali, ako def. Lm i L¯m tako da je:
Lm = Lm − L¯−m (5.27a)
Mm = 
(Lm + L¯−m) , (5.27b)
uz uvjet → 0, onda Lm i L¯m zadovoljavaju jednadžbe (4.1).
Definiramo skalarnu funkciju ψ tako da je Dψ ∆= κ i D¯ψ ∆= 0, tj.
(dψ)a = −κna . (5.28)
Ta funkcija c´e nam predstavljati fazu prilikom rastava na modove. Neka ζn oznacˇava
modove od ξ ili η. Tada je ζn proporcionalno s exp(inψ). Faktor proporcionalnosti
biramo tako da u konacˇnici dobijemo Virasoro algebru te je stoga:
ζn
∆
=
1
κ
einψ , (5.29)
pa je:
{ζm, ζn} = ζmDζn − ζnDζm = −i(m− n)ζm+n . (5.30)
Nadalje, za preostali cˇlan u (5.25c) imamo:
1
16pi
∫
∆
(
DξmD
2ηn −DηnD2ξm
)
na =
imn2
8pi
∫
∆
ei(m+n)ψ dψ . (5.31)
Ako integral uzimamo preko jednog perioda, dobijemo:
cLM =
1
4
. (5.32)
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Trebat c´e nam i 0-modovi od L i M . Za M ga jednostavno dobijemo:
hM = M [η0] = − 1
16pi
∫
∆
κna =
1
8
. (5.33)
Kod traženja nultog moda za L, odmah vidimo da nam se tu javlja samo površinski
cˇlan:
hL = L[ξ0] = − 1
8pi
φ(D + κ)ξ0
∣∣∣∣
∂∆
. (5.34)
Da bismo odredili rubne uvjete pogledajmo izraz (5.23a) za δL. Površinski cˇlan koji
su u njemu javlja je:
1
8pi
(ξDδφ− (D + κ)ξδφ)
∣∣∣∣
∂∆
, (5.35)
te od njega zahtijevamo da bude fiksiran. Ocˇito moramo zahtijevati da je Dδφ = 0
na ∂∆. Ali, ako uzmemo da je i δφ tamo jednak nuli, tada bi fiksirali φ na cijelom
horizontu što bi nam izbacilo η simetrije. Umjesto toga možemo fiksirati κ na ∂Ω.
Stoga konacˇno dobivamo:
hL =
φ+
8pi
, (5.36)
gdje je φ+ vrijednost od φ u bifurkacijskoj tocˇki izmed¯u buduc´eg i prošlog horizonta.
Sada moramo provesti proces kvantizacije. On se sastoji u tome da sva klasicˇna
polja zamijenimo operatorima te da Poissonove zagrade zamjenimo komutatorima
(do na multiplikativni faktor i). Mi ovdje nec´emo eksplicitno pisati sve komutatore,
nego samo komutatore modova Lm i Mm jer c´e nam samo oni trebati. Stoga imamo:
[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n (5.37a)
[Mm,Mn] = 0 (5.37b)
[Lm,Mn] = Mm+n + cLMm(m
2 − 1)δm+n,0 . (5.37c)
Uvrstimo ovo u Cardyjevu formulu prilagod¯enu za naše potrebe:
S = 2pihL
√
c
2hM
=
1
4
φ+ . (5.38)
Buduc´i da dilatonsko polje predstavlja površinu horizonta, ovaj rezultat se slaže s
Bekenstein-Hawkingovom formulom.
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6 Zakljucˇak
U ovom radu pokazali smo jednu metodu racˇunanja entropije stacionarne crne rupe.
Racˇun se temeljio na simetrijama prostor-vremena na horizontu crne rupe. Dobi-
veno je da te transformacije simetrije zadovoljavaju BMS3 algebru, a generatori tih
simetrija Virasoro algebru koja nam je bila potrebna da bi mogli izracˇunati entropiju
pomoc´u Cardyjeve formule.
Postoji još nacˇina na koje se može izvesti entropija crne rupe pomoc´u simetrija i
konformalne teorije polja [7]. Prednost ove metode je što koristi manji broj pretpos-
tavki od ostalih slicˇnih metoda. Jedine pretpostavke koje su nam potrebne je oblik
akcije i rubni uvjeti na horizontu.
Kakvu ulogu ovdje ima BMS3 simetrija. To nije niti baždarna simetrija niti stan-
dardna asimptotska simetrija. Ona je nastala kao rezultat samih svojstava crne rupe.
Drugim rijecˇima, svaka stacionarna crna rupa koja se može opisati ovim modelom
nužno posjeduje simetriju na horizontu koja je jednaka asimptotskoj simetriji ravnog
prostora.
22
Literatura
[1] R. M. Wald, General relativity, The University of Chicago (1984).
[2] S. W. Hawking, G. F. R. Ellis, The Large scale structure of spacetime, (1973).
[3] V. Iyer, R.M. Wald: Some properties of the Noether charge, Phys. Rev. D 50
(1994) 846–864
[4] A. Corichi, I. Rubalcava-García, T. Vukašinac, Hamiltonian and Noether Charges
in First Order Gravity, Gen.Rel.Grav. 46 (2014) 1813
[5] J. Lee, R. M. Wald, Local symmetries and constraints, J. Math. Phys. 31, 725
(1990)
[6] S. Carlip, Black Hole Entropy from BMS Symmetry at the Horizon,
arXiv:1702.04439 [gr-qc]
[7] S. Carlip, Black Hole Entropy from Conformal Field Theory in any Dimension,
Phys. Rev. Lett. 82 (1999) 2828, arXiv:hep-th/9812013.
[8] J. L. Cardy, Nuc. Phys. B 270 (1986) 186-204
[9] Patrick J. McCarthy, J. Math. Phys. 13, 1837 (1972).
[10] P. Di Francesco, P. Mathieu, D. Sénéchal, Conformal Field Theory, Springer
(1997).
[11] J. D. Brown, Lower Dimensional Gravity, World Scientific (1988).
[12] L. Donnay, G. Giribet, H. A. González, and M. Pino, Phys. Rev. Lett. 116 (2016)
091101, arXiv:1511.08687.
[13] S. Carlip, Phys. Rev. Lett. 88 (2002) 241301, arXiv:gr-qc/0203001.
[14] D. Grumiller, W. Kummer, D. V. Vassilevich, Dilaton Gravity in Two Dimensions,
Phys.Rept. 369 (2002) 327-430
[15] S. B. Giddings, A. Strominger, Quantum theories of dialton gravity, Phys.Rev.
D47 (1993) 2454-2460
23
